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An estimate for the class number of certain quadratic orders from below is given. 
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EINLEITUNG 
In den letzten Jahren erschien eine Reihe von Arbeiten iiber die 
Klassenzahlen spezieller Typen reell-quadratischer Zahlkorper. Ziel dieser 
Untersuchungen waren elementare Mehrklassigkeitskriterien fiir Prim- 
diskriminanten, aber such Abschatzungen der Klassenzahl nach unten. 
Methodisch standen diese Untersuchungen entweder im Zusammenhang 
mit Kettenbrtichen (z. B. in [9,6, 1,2, 151) oder im Zusammenhang mit 
quadratischen diophantischen Gleichungen (z. B. in [S, 16, 17, 1 l-131). 
In der vorliegenden Note beweise ich mit elementaren Methoden eine fur 
alle quadratischen Ordnungen gtiltige Klassenzahlabschatzung nach unten. 
Diese ist fur imaginar-quadratische Ordnungen unmittelbar anwendbar, fiir 
reell-quadratische Ordnuhgen nur dann, wenn man Informationen iiber die 
Normen der reduzierten Hauptideale besitzt, also insbesondere dann, wenn 
man die Kettenbruchentwicklung der zugehbrigen Basiszahl kennt. Fur 
Ordnungen vom Richaud-Degert’schen und lhnlichem Typ erhllt man 
damit erhebliche Verallgemeinerungen und Verscharfungen der bisher 
bekannten Resultate. 
In Sektion 1 stelle ich die im folgenden benotigten Hilfsmittel aus der 
Idealtherie der quadratischen Ordnungen und der Theorie der Ketten- 
brtiche zusammen. In Sektion 2 beweise ich einen allgemeinen Satz tiber 
Klassenzahlabschatzungen nach unten und diskutiere erste Anwendungen. 
In den Sektionen 3 und 4 betrachte ich Ordnungen vom Richaud- 
Degert’schen Typ. 
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Im Gegensatz zur bisherigen Literatur formuliere ich alle Resultate nicht 
nur fur die Hauptordnung (wenn such dieser das meiste Interesse gilt). 
Das kostet nur unwesentlich mehr Miihe, erspart Voraussetzungen iiber 
quadratische Faktoren in der Diskriminante und bringt eine etwas grligere 
Allgemeinheit der Resultate. 
1. IDEALE IN QUADRATISCHEN ORDNUNGEN, 
QUADRATISCHE IRRATIONALIT~~TEN UND KETTENBRBCWE 
Fur die Beweise der in diesem Paragraphen referierten Tatsachen 
vergleiche man [4, 7, 8, 1, 151, fur die Kettenbriiche [14]. Manche der 
dort nur fur die Hauptordnung formulierten und bewiesenen Resultate 
bleiben im allgemeinen Fall fast wortlich giiltig. 
Eine ganze Zahl D heiI3e Diskriminante, wenn D kein Quadrat und 
entweder D = 0 mod 4 oder D s 1 mod 4 ist; sei im folgenden stets D eine 
Diskriminante. Ich setze 
$Jo, falls D s 0 mod 4, 
COg= 
$(l +fi,, falls D - 1 mod 4, 
und 
9, ist eine Ordnung im quadratischen Zahlkorper Q(D); ist Do die 
Diskriminante von Q(fi), so ist D = D,f* mit fg N, und man nennt Do 
die zu D gehijrige Fundamentaldiskriminante, L%TD die quadratische Ordnung 
mit Diskriminante D und f den Fiihrer von 91?D. Jedes 5 E .%?,, hat eine 
eindeutige Darstellung in der Form 
b+efi 
5= 2 
mit b,eEZ, b-eDmod2. 
Jedes Ideal 2 # (0) von SI”D ist ein freier Z-Modul vom Rang 2 und hat 
daher die Form 
b+e@ 
gP=Z.a@Z- 2 mit 
(*) 
a,b,eEZ, a>O, e>O, bsdDmod2. 
1st umgekehrt ein freier Z-Modul $ c W, durch (e) gegeben, so ist 9 
genau dann ein Ideal von %?,, wenn 




N(g)= (9tD: f)=ae, 
und e-l .% ist ebenfalls ein Ideal von L%?~. 1st e = 1, so nennt man f 
primitiv; dann ist m- ‘2 fiir kein m E N mit m > 2 ein Ideal von gD. 
Sei nun f=Z.a@Z.(b+fi)/2 ein primitives Ideal von Se, (a, b E Z, 
a > 0, b2 = D mod 4a). 2 hei& reguliir, wenn 
(a,b,y)=l; 
ist 3 regular, so ist $ invertierbar, und fur das zu f konjugierte Ideal 
g’=Z.a@Z.(-b+fi)/2 gilt: 
Zwei invertierbare BD-Ideale A, A heiben tiquivalent, wenn es PI, p2 E 
91TD\(O} gibt mit /I1 f1 = /?,y2. Die Aquivalenzklassen invertierbarer 
gD-Ideale bilden beziiglich der Multiplikation eine zu Pit L@D isomorphe 
abelsche Gruppe %D der Ordnung h,. 
Ein primitives Ideal 9 von .%TD heil3t zum Fiihrer f von B?D prim, wenn 
(M(f), f) = 1. Jedes zu f prime primitive Ideal ist regular, also invertier- 
bar, und in jeder Klasse von %?D gibt es zu f prime primitive Ideale. 
Im Falle D < 0 enthllt jede Klasse von WD ein Ideal +Y mit N(f) < 
dq, und fiir jedes primitive Hauptideal f = (b + e fi)/2. L&?~ # BD 
(mit b, e E Z, b E eD mod 2, (b, e) I(2, D)) gilt 
falls D = 1 mod 4, 
falls D = 0 mod 4. 
Sei von nun an D > 0. 
Eine reelle Zahl 5 heil3t quadratische Zrrationalitiit mit Diskriminante D, 
wenn 
mit a, bEZ, a>O, 
4aI(b2-D) und (a,b,v)=l; 
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a und b sind durch < eindeutig bestimmt. Ich setze 
dann ist O(5) ein regullres Ideal von W, mit JVO( 5) = a, und jedes regullre 
Ideal von -9, ist von dieser Gestalt. 
Zwei quadratische Irrationalitaten (derselben Diskriminante D) r, q 
heiBen iiquivalent, wenn 
2.45 + v 
‘I= Clg+:’ 
mit u, v, w, z E Z, uz - VW = 1; r und q sind genau dann aquivalent, wenn 
O(t) und O(q) aquivalente BD-Ideale sind. Somit induziert 8 eine Bijektion 
von der Menge der Iiquivalenzklassen quadratischer Irrationalitaten mit 
fester Diskriminante D auf %‘D. 
Eine quadratische Irrationalidt < heil3t reduziert, wenn 
5> 1, - 1 < 5’ < 0; 
dabei bezeichne l’ stets die zu 5 konjugierte quadratische Irrationalitlt. Ein 
regullres Ideal f von Se, hei& reduziert, wenn es eine reduzierte quadratische 
Irrationalitiit 5 mit $ = e(t) gibt. 
0 ist eine Bijektion von der Menge der reduzierten quadratischen 
Irrationalitaten der Diskriminante D auf die Menge der reduzierten Ideale 
von gD. 
Ein regulares Ideal f von W, mit N(f) < i fi ist reduziert, und fiir 
jedes reduzierte Ideal f von Ye, ist N(g) < fi. In jeder Klasse von 22, 
gibt es reduzierte Ideale, und daher induziert 8 eine Bijektion von der 
Menge der Aquivalenzklassen reduzierter quadratischer Irrationalitlten der 
Diskriminante D auf WD. 
Eine reelle Zahl to ist genau dann eine reduzierte quadratische Irrationa- 
litat, wenn CO eine rein-periodische Kettenbruchentwicklung besitzt. 1st < 
eine beliebige quadratische Irrationalitat der Diskriminante D und hat die 
Kettenbruchentwicklung von 5 die Form 
mit minimalem I= A(<) (Lange einer primitiven Periode), so sind die I 
reduzierten quadratischen Irrationalitaten 
5, = Ch+v, . . . . b,c+,--l, b,, . . . . h+v-,I (v=O, 1, . ..) I- 1) 
genau die slmtlichen zu 5 iquivalenten reduzierten quadratischen Irratio- 
nalitaten. 
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Sei nun C= e(c) E V(D) mit einer quadratischen Irrationalitat t; der 
Diskriminante D, 
5= [b,, bl, . ..I = Ck,, . . . . b-1, b,, . . . . bk+,--ll 
mit I= n(r) wie oben, und sei fur alle v 2 0 
L= Lb,, b,+l,...l= 
p,+fi 
2Qv 
mit P, E Z, QV EN. Dann gelten fur alle v > 0 die Rekursionsformeln 
b,=Ct,l, P,+1=2b,Qu-Py, Q.+l=“,;‘+‘; 
Y 
sind O<m<n minimal mit Q,=Q,, so folgt m=k, n=k+l-1, die 
Ideale @(t,) (k < v < k + I) sind genau die reduzierten Ideale von C, und 
Q, = X0(5,) sind ihre Normen; ich setze 
2!*(t)= {Q,Ik<v<k+l}. 
Insbesondere ist dann L??*(o,) die Menge der Normen der reduzierten 
Hauptideale von gD. 
2. EINE KLASSENZAHLABSCH~~TZUNG 
Fur eine Diskriminante D sei 2’(D) die Menge der Normen primitiver 
Hauptideale von 9&,. Fur eine endliche Menge 9 = (pi, . . . . p,} von 
(paarweise verschiedenen) Primzahlen pi, . . . . pn und eine reelle Zahl A > 0 
sei B(A) die Menge aller Potenzprodukte q = fly=, p? (ai 2 0) mit q <A, 
und 
6,(A)= c 2”‘“‘; 
4EWA) 
dabei ist o(q) die Anzahl der verschiedenen Primteiler von q. Mit diesen 
Bezeichnungen gilt: 
SATZ 1. Sei D eine Diskriminante, A > 0 und 9 eine endliche Menge von 
Primzahlen, so daJ gilt : 
1. (D/p) = 1 fiir alle p E 8; 
2. B(A)ns(D)= {I}. 
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Dunn folgt 
im Falle # 9 = 1, 9 = {p) gilt etwas sch6rfer 
Beweis. Sei zunachst S = {p}, P ein Primteiler von p in &YD und fe N 
maximal mit 6~ A, alsof = [log A/log p]; dann sind die .B’D-Ideale P” mit 
0 6 a <f paarweise inaquivalent und daher h, Z 1 + j 
Im allgemeinen Fall sei CY = (pl, . . . . p,}, T der erzeugende Auto- 
morphismus von Q(fi) und piW, = Pi. P? die Primidealzerlegung in &‘,, 
Dann geniigt es, zu zeigen: Die Ideale 
mit E, E ( 1, T f, ai > 0, so dal3 
sind paarweise inaquivalent. 
Angenommen, es sei 
p&lal. . . . 1 .pE,n+,pEl;a;. . . . .p$4 
mit ei, E: E { 1, r}, ai2 0, al 2 0, so dab I-I:= 1 pf’ < fi, n?= 1 p: 6 ,,/? 
Dann kann ich o. E. ei # E; fur alle ie { 1, . . . . n} annehmen und erhalte 
also 
p;;. . . . .p$~~=p:“4”~. . . . .p~++b 
- pMU1 + 0;) E.(U. + u,, _ I . . .p* - Q> 
Q- 1, J’-(Q)= fi pTfU;<A, 
i=l 
ein Widerspruch! 1 
In der Literatur wurde bisher ausschliel3lich der Fall #B = 1 im 
Falle reell-quadratischer Hauptordnungen behandelt [S, 6, 12,2,9]. Eine 
geeignete Konstante A erhalt man dabei entweder aus der Ketten- 
bruchentwicklung von og wie in [6, 1,2,9] .oder aus der Kenntnis einer 
nichttrivialen Einheit von %T’D mit Hilfe eines Lemmas vom Davenport- 
88 FRANZHALTER-KOCH 
Ankeny-Hasse’schen Typus [S, 17,12, 131. Ich gebe nun zunachst eine in 
der Allgemeinheit der vorliegenden Arbeit giiltige Variante dieses Lemmas. 
LEMMA 1. Sei D > 0 eine Diskriminante, E > 1 eine Einheit von gD, 
E= (T+ U,/5)/2 mit T, U E N, und m E 9(D), m > 1. Dann folgt 
(T- WJ2, 
m2 T/U’, i 
falls N(E) = + 1, 
falls X(E) = - 1. 
Beweis. Sei m = J”(f) mit einem primitiven Hauptideal / # (1) von 
~8~. Setze ich 9=(x+ yfij2) mit x, YEN, xrDymod2, so ist 
notwendig (x, y) [ (2, D), also y > 0 und ich nehme y minimal an. Wegen 
x+yfi XT-yUD+yT-xU -. 
2 2 2 
folgt 
yT-xU I I 2 >Y 
und daraus die Behauptung wie in [S; Sektion 11. 1 
Mit Hilfe von Satz 1 und Lemma 1 erhalt man bereits Verscharfungen 
aller Klasenzahlabschatzungen aus [5, 12, 9, 21, soferne sie sich nicht auf 
spezielle Richaud-Degert’sche Typen beziehen; diese werde ich in den 
Sektionen 3 und 4 mit Hilfe von Kettenbriichen noch genauer untersuchen. 
Urn Satz 1 im Falle #B > 1 anzuwenden, benotigt man Kenntnisse iiber 
die GroBenordnung von 6,(A). Dabei ist manchmal das folgende Lemma 
niitzlich: 
LEMMA 2. Sei B = {pl, . . . . p,} eine endliche Menge (paarweise 
verschiedener) Primzahlen pl, . . . . p,,, N> 2 and A 2 (p, . . . . . P,,)~; dann 
fokt 
6,(A) > (2N+ 1)“. 
Beweis. Fur iE (0, 1, . . . . n} gehiiren die Zahlen 
qLp:;. . . . .p:; 
mit l<v,< . . . < Vi < n, 1 < n, i N zu B(A) und erfiillen w(q) = i; daher 
folgt 
6,(A)= i c 2’2 i 2’. ; 
0 
.N’=(l+2N)“. 1 
i=o qeB(A) i=O 
w(q) = i 
QUADRATISCHE ORDNUNGEN 89 
Fur imaginarquadratische Ordnungen erhalt man aus Satz 1 unmittelbar 
SATZ 2. D -C 0 sei eine Diskriminante, 9’ eine endliche Menge von Prim- 
zahlen p mit p < IDI/ und (D/p) = 1; dann folgt 
~&4&,‘%i)~ 




also q 4 Z?(D); im Falle D = 0 mod 4 folgt wegen (D, q) = I 
4+ 
also ebenfalls q & .9?(D). Daher ist 
und die Behauptung folgt aus Satz 1. 1 
BEISPIEL. Seien a, c, r E N und aN & c > 4, 4a + r2 -C caN, (a, r) = 1, und 
a=p,. . . . . p, mit paarweise verschiedenen Primzahlen p, , . . . . pn, Sei 
D= -ca2N+r2 
eine Diskriminante. Dann folgt 4. m > aN und daher nach Satz 2 und 
Lemma 2 
h, >/ (2N + 1)“. 
3. DISKRIMINANTEN VOM R-D-TYP 
DEFINITION. Eine Diskriminante D > 0 heil3e’ vom R-D-Typ, wenn 
entweder D=n’+r=l mod4 mit rj4n oder D=4D’ und D’=n’+r mit 
r(4n. 
Ich gebe nun fur Diskriminanten D vom R-D-Typ die Ketten- 
bruchentwicklung von og an und verwende dabei die Bezeichnungen von 
Sektion 1. Einige dieser Kettenbruchentwicklungen findet man in [6], 
einige (wenn such in anderer Terminologie) in [7]; sie sind aber alle leicht 
direkt nachzurechnen. 
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A. D~lmod4, wD=$.(l+,/%). 
1. D=4a2+r, r~lmod4, r>l, r/a: 
COD= 
[ 
a,l,l,%, 1,1,2a-1 ) 
r 1 
2?*(0,)= i r-l r-l l,a+T,a--4,r . I 
2. D=4a2-r, rz -1 mod4, r>l, r/a: 




3. D=nZ+4r, nElmod2, ral, rln: 
?i?*(uD) = { 1, r}. 
4. D=n2-4r, ne 1 mod2, 1 <r<n, r/n: 
[ 
n-l 
CO,= -, l,!--2,1, n-2 , 
2 r 1 
9*(0D)={1,n-r-l,r}. 
B. D=4D’, D’=n2+r mit na3, r14n, l<r<4n; mD=fi 
1. r12n: 
o-n?2n D- [ 1 ‘r’ ’ 
d*(o,) = (1, r}. 
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3. rj2n, 2jn: 
4n-r 
2r , 1 
n-l 8n n-l 4n-r 







C. D=4D’, D’=n’-r mit n>3, r(4n, 1 dr<2n-1; oD=fi. 
1. r<n, r/2n: 
n-1, 1,‘-2, 1, h-2 , 
r 1 
2?*(0,)= {1,2n-r- 1, r}. 
2. r < n, rj2n, 2) n: 
wD= n-1,1, 
[ 

















S?*(o,) = { 1, n - 11. 
5. r = 4n/3, 2 1 n: 
co,= [ n-1,3,~-1,3,2n-2 1 , 
ii?* = { 1, r - 1,4}. 
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ii!*( l,r-1,4,+-4 . * 
{ 1 
1st D eine Diskriminante vom R-D-Typ, so kennt man alle Normen 
reduzierter Hauptideale und damit alle primitiven Losungen der diophan- 
tischen Gleichung 
x2-Dy2= +4m, falls D 3 1 mod 4, 1 <m < f fi, 
x2-DDly2= +m, falls D = 4D’, 1 <m < a. 
Daraus erhllt man einen einfachen Beweis und eine Verallgemeinerung 
der Satze von Yokoi [16, Theorem 21 und Mollin [13, Theorem 1.23. 
Gemeinsam mit Satz 1 liefert die Kenntnis von 2*(w,) Klassen- 
zahlabschatzungen wie folgt: 
SATZ 3. Seien a, c, r E Z, a > 2, c > 1, B die Menge aller ungeraden 
Primteiler von a und (r/p) = 1 ftir alle p E 9. 
Sei D > 0 eine Diskriminante von einem der folgenden Typen: 
(a) D=4a2c2+rr 1 mod4 mit rJc und r & 1 modp ftir allepE9’; 
(b) D=a2c2+4r-=1mod4mitrIc,undr& lmodpfirallepE9, 
falls r < 0. 
(c) D = 40’ mit D’ = a2c2 + r, r) 2c, (rJ < ac, und r f 1 mod p fiir alle 
PEP, falls r<O. 
Dann folgt 
Beweis. Wegen g($. @) n d(D) c d*(o,) folgt die Behauptung aus 
Satz 1 und der expliziten Kenntnis von 2*(oD). 1 
Fur die speziellen Diskriminanten D = n2 + r mit r E { 1, 4 > erhalte ich im 
nachsten Paragraphen noch schirfere Resultate. 
4. DISKRIMINANTEN VON SPEZIELLEM R-D-TYP 
SATZ 4. Sei D > 0 eine Diskriminante, a 2 2. Dann gilt: 
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i 
d(a) - 1, falls D=4a2+ 1; 
h,> d(a)- 1, falls D=a2+4- 1 mod4; 
2. d(a) - 2, falls D=4D’ mit D’=a2+ 1 -2mod4. 
Dabei ist d(a) die Anzahl der Teiler von a. 
Beweis. (a) D=4a2+ 1: Fur 1 <cla sei 
5, ist eine quadratische Irrationalitit mit Diskriminante D und hat die 
Kettenbruchentwicklung 
cc= 1 +.;, 2c- 1, 1, F- 1 ; 
C 1 
daher sind die Klassen O(<,) E V(D) fiir 1 < c 1 a paarweise verschieden, und 
es folgt h, > d(a) - 1. 
(b) D=a2+4= 1 mod4: Fur c(a, 1 <c<a sei 
( =2+c+JK 
c 2c ’ 





c-l, l,“-1 ; 
C 1 
daher sind die Klassen O(t,) E S’(D) fiir c 1 a, 1 < c < a pairweise verschieden 
und erfiillen O(t,) # 1; daraus folgt h, > d(a) - 1. 
(c) D=4D’mit D’=a2+1z2mod4: Fur l<clasei 
[‘= +(I +c)+@. 
c 3 
C 
die Zahlen t” sind quadratische Irrationalitaten mit Diskriminante D und 
den Kettenbruchentwicklungen 
t,‘= Z+l,c-1,1,$-l 
L 1 ; 
{,= a- [ 2,l,c-1,g C C 1 
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Daher sind die Klassen O( t,’ ), 13(<; ) fiir c ) a, 1 < c < a, Q( ?j,’ ) = 19( 5; ) und 
1 = t!J(fi) paarweise verschieden, und es folgt h, > 2d(a - 2). 1 
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